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PEPIFOTO/ISTOCK

Produtos notaveis
e fatoracao

1. Produtos notaveis

A.Introducao

A algebra como atualmente conhecemos provém de
Al-Jabr Wa'l mugabalah, o mais importante livro de Mohammed
ibn-Musa al-Khowarizmi, que apresenta conhecimentos so-
bre sentengas matematicas com termos desconhecidos.
Do aperfeicoamento da algebra de Francois Viéte feito por
René Descartes, temos as expressdes algébricas (expres-
sBes que contém letras, algarismos e sinais de operagdes).
A linguagem algébrica, inicialmente facilitadora da resolu-
¢ao de problemas, é hoje poderosa ferramenta da mode-

lagem matemética de diferentes fenémenos. Mesmo para
situagdes mais simples, existem férmulas definidas que
tornam a resolugdo mais rapida, como é o caso dos produ-
tos notaveis.

B. Definicao

Chamamos de produtos notaveis algumas multiplicagées
envolvendo expressoes algébricas que apresentam resulta-
dos padronizados. 0 conhecimento desses padroes possibili-
ta reduzir a quantidade de calculos, agilizando o trabalho em
calculo algébrico. Vejamos alguns deles, considerando ae b
pertencentes aos reais (R).




e (Quadrado da soma de dois termos
(a+b)?=(a+b) - (a+b)=a’+ab+ba+b?=a%+2ab+b?

(a+b)?=a%+2ab +b?

e Quadrado da diferenga de dois termos
(a-b)?=(a-b) - (a-b)=a’-ab-ba+b?=a%-2ab+b?
(a—b)?=a?-2ab+b?

Observagao

As expressées a? + 2ab + b? (1] e a2 — 2ab + b? (Il) s3o
chamadas trindmios quadrados perfeitos, pois apresentam
dois termos quadrados perfeitos (a2 e b?) e o terceiro termo é
o duplo produto das bases desses quadrados perfeitos prece-

dido do sinal de + (em 1) ou de — (em I1].

* Produto da soma pela diferenga de dois termos
(a+b) - [a—b)=a>-aB+HBa-b>=a’—h?

(a+b) - (a—b)=a%*-b?

* Cubo da soma de dois termos
(a+b)*=(a+b) - (a+b)? = (a+b) - [a®+2ab+b?
(a+b)*=a%+2a%b +ab?+a’b + 2ab? + b?

(a+b)*=a®+3a% + 3ab? + b?

¢ Cubo da diferenga de dois termos
(a=-b)*=(a-b) - [a-b)?=(a-h) - (a®-2ab +b?]
(a—b)*=a’-2a%b +ab?—a’b + 2ab? - b®

(a-b)*=a®-3a% + 3ab?-b?

APRENDER SEMPRE

OH
> o1

Desenvolver os produtos notaveis apresentados
a seguir.

a. (2a+6)? e. (®+1)- (a°-1)

b. (3a-2b)? f. (2x+y)?

G

. 3v5+2) - (3/5-2)

®

o

Resolugao

a. (2a+6)?=(2a)°+2 - 2a- 6+62=4a>+24a+36

b. (3a—2b)2=(3a)2-2 - 3a - 2b+ [2b)2=
=9a?-12ab + 4b?

2 2
c. (x+1) :x2+2-x-l+(1) =x2+2+lz
X X \X X

d. (3v5+2)-(3v5-2)=(35) -2 =9-5-4-41

-
e. (®+1)- (@°-1)=(a%)?-1%=a°-1 o
f. (2x+y)P=(2x)°*+3 - (2x)2-y+3 - 2x - Y¥+y’= ()

=8x*+ 12x%y + bxy? + y?

B3] 2 3

8 (x—l) :x3—3-x2-1+3-x-(1) —(1) = -
X X X X =
=x3—3x+§—l3 <
X X o
=
<t
> 02 i
—
Calcule 301 - 299 usando produto notavel. <Z(

Resolugdo
301 - 299=(300+1) - (300-1) =300%-12=
=90000-1=89999

P> 03.ESPM-SP

Aexpressdo (a+b+c)?éiguala
a. a2+ 2ab +b? +c?
a’+b2+c?+ 2ab + 2ac + 2bc
. a’+b?+c?+2abc

. a2+b%+c?+4abc

. a’+2ab + b®+2bc + c?

LIVRO DO PROFESSOR
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Resolucao

(a+b+c)?=(a+b+c) - (a+b+c)=
=a’+ab+ac+ba+ b?+bc+ca+ch+c?=
=a’+b?+ c?+ 2ab + 2ac + 2bc

Alternativa correta: B

2. Fatoragao

A. Definicao

Fatorar uma expressao algébrica significa modificar sua
forma de soma algébrica para a de multiplicagao, cujos fato-
res s3o expressdes algébricas mais simples (irredutiveis),
equivalentes a expressao dada.

B. Casos de fatoragao

Estudaremos a seguir algumas técnicas (casos) de fato-
ragao de expressdes algébricas.

1¢ caso: fator comum

Considere o retangulo ABCD, de dimensdes aeb +c, de-
composto em duas partes.

A a B

15

Sua area pode ser expressa de duas maneiras:
I. Area A, do retangulo ABCD
A=a- (b+c)
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Il. Area A,, que é a soma das areas dos retangulos ABFE
e EFCD.
A,=ab+ac
Como A, =A,, temos:

ab+ac=a- (b+c)

Assim, a forma fatorada de ab + ac é a expressdoa - (b +c]).

0 fator a, que comparece nas duas parcelas ab e ac, é o
fator comum, que, ao ser colocado em evidéncia, resulta na
expressdoa (b +c) de fatoresaeb +c.

De maneira geral, colocamos em evidéncia o fator co-
mum identificado, seja ele numérico, literal ou misto. Em
seguida, simplificamos a expressao dada, deixando entre
parénteses a soma algébrica formada pelos quocientes
obtidos na divisdo de cada termo dessa expressdo pelo
fator comum.

Exemplo

4x?y + 12xy? = 4xy(x + 3y)

2° caso: agrupamento

Consiste em agrupar de forma conveniente os termos
de uma expressao algébrica, de modo que entre esses gru-
pos exista um fator comum que, em seguida, sera colocado
em evidéncia:

ax+ay+bx+by=a- (x+y)+b- (x+y)=(x+y) - (a+b)
—_—  —

ax+ay+bx+by=(x+y) (a+b)

Exemplos
I. Gax— 3bx+4ay — 2by = (6ax — 3bx] + (4ay — 2by]) =
=3x(2a-b)+2y(2a-b)=(2a—b) (3x+2y)
I x-x+x-1=(x*-x*]+(x-1) =
Xx—-1)+1(x—-1)=(x-1) (x*+1)
Note que a expressao X% + 1 ndo é fatoravel no conjunto
dos nimeros reais.

32 caso: diferenca de dois quadrados
Considere os quadrados ABCD e FHCG, de lados
ae b, respectivamente.

A a B
a-b
a<
E 2 H
b

A area A, da regido sombreada é dada pela diferenga en-
tre as areas do retangulo ABCD e do quadrado FHCG.

Assim:

A, =a%-Db?

Deslocando o retangulo EFGD conforme figura a seguir,
temos o retdngulo AGDE.

A a B b G
a-b
E H D

Adrea A, desse retangulo é dada por:
A,=(a+b) - (a—b)
ComoA, =A,, temos:

a’ —b*=(a+b)(a-b)

Assim, a fatoragao da diferenga indicada entre dois qua-
drados é dada pela multiplicagdo da soma pela diferenca das
bases desses quadrados.

Exemplos

. x2-25y°=x*-(5y)?=(x+5y) (x— 5y)

Il. a*—b*=(a%)?— (b?)?=(a®+b?) (a2 - b?) =

=(a®+b?) (a+b)(a—b)

lll. Note que a expressdo a’ + b? nao é fatoravel no con-

junto dos nimeros reais.

4¢ caso: trindmio quadrado perfeito

Considere, na figura a seguir, os trés quadrados de lados,
respectivamente, a + b, a e b e os dois retdngulos de lados
aeb.

a b
A
A7 M—
a< 32 ab
b ab b2
D C

Podemos obter a drea dessa figura de duas
maneiras distintas:

I. Calculando a drea A, do quadrado ABCD.
A =(a+b)?

Il. Calculando a &rea A, por meio da soma das &reas das
quatro regides indicadas.
A,=a*+ab+ab+b?
A,=a%+2ab +b?
ComoA, =A,, temos:

a’+ 2ab +b%= (a +b)?



Considere, nafigura a seguir, os trés quadrados de lados, res-
pectivamente, a,b e a—b e os dois retdngulos de ladosa—beb.

a—-b
- A N\
A E b B
g
b
G F I\
ax
>a—b
\ J/
D H ,C

Qo

Sendo A a 4rea do quadrado ABCD, A, a rea do quadrado
GFHD, A, a 4rea do quadrado EBIF, A, a area do retdngulo AEFG
e A, aérea do retangulo FICH, temos, entao:
. Aj=A-A,—A,—A,
A =a’-b?’-b(a-b)—b[a-b)
A, =a?—Db?—ab +b?—ba +b?
A, =a?—2ab+b?

. A, =(a—Db)?

Delell, temos:

a’—2ab+b%=(a-b)?

Assim, os trindbmios quadrados perfeitos, ou seja, todas
as expressdes das formas a? + 2ab +b? ou a? - 2ab + b? s3o0
fatoraveis, respectivamente, nas formas (a + b)?e (a - b)2

Exemplos

I 4¢+12xy+9y?=(2x)%+2 - 2x - 3y+(3y)?=(2x+3y)?

Il. 25a°x2—10ax+1=(5ax)?—2 - 5a - 1+1%=(5ax—1)?

52 caso: soma e diferenga de dois cubos
Multipliquemos o bindmio a + b pelo trinémio a? - ab + b2,
(a+b) (a?-ab+b?)=a®-a%b+ab?+a’b-ab?+b’*=a’+b’
Assim:

(a+b) (a®-ab+b?) =a’+b?

Analogamente, temos:
(a-b) (a®+ab+b?)=a*+a’b+ab?—a’b—ab’-b’=a>-b?

(a-b] (a®+ab +b?) =a®-b?

Com esses resultados, podemos fatorar a soma ou a dife-
rencga de dois cubos:

a’+b3=(a+b) (a®-ab+b?]

a’-b*=(a-b) (a®+ab +b?

Observe que, na fatoragao da soma (ou diferenca) de dois
cubos, o primeiro fator é a soma (ou diferenca) das bases dos
cubos e o segundo fator é formado pelo quadrado da primeira
base menos (ou mais) o produto das duas bases mais o qua-
drado da segunda base.

Exemplos

L ¥*+27=x>+3%=(x+3) (x*-3x+9)

Il. 8m*—1=(2m)*-13=(2m - 1) (4m?+2m + 1)

6° caso: cubo perfeito
Sabemos que (a + b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b® e que
(a-b)®=a®-3a’b + 3ab? - b Assim, todas as expressdes
das formas a® + 3a%b + 3ab? + b%ou a®- 3a%b + 3ab? - b3sdo
fatoraveis, respectivamente, nas formas (a + b)®e (a - b)®.
Exemplos
l. x*+6x%+12x+8=
=x*+3-x-2+3-x-22+2°=(x+2)°
Il. 8a®—12a% +6ab?—b’=
=(2a)*-3-(2a)?-b+3-2a-b’-b*=(2a-Db)°

62 caso: trindmio do 22 grau

Considerando a expressao ax® + bx + ¢, com a # 0, deno-
minada trindmio do 2° grau, e as raizes reais x, e x, da equa-
¢d0 ax® + bx + ¢ = 0, temos:

ax’+bx+c=a [x-x,]) (x-x,)

Exemplo
Fatorar,em IR, a express&o 3x? — 10x + 3.
Resolvendo a equagdo 3x?* — 10x + 3 = 0, encontramos as

raizesx, = % eX,=3.Assim: 3x* — 10x+3=3(x—%) (x-3).

oHDH

APRENDER SEMPRE

> o1.

Fatorar as expressdes.
a. 2ax?+x%+ bay + 3y
4x% - 9y*

m® + 6m>n? + 9n*

. 2x*=5x+2

x*— 8x

LIS

Resolugao
a. 2ax’+x?+bay+3y=x?(2a+1) +3y(2a+1)=
=(2a+1)(x*+ 3y)
. 4x?-9y*= (2x)° - (3y?)? = (2x + 3y?) (2x - 3y?)
c. mb+6m°n?+9n*=(m%?%+2-m3-3n?+(3n?)?%=
=(m?®+3n?)?

i e —(-=5)£,/(-5) —4-2:2 _5£3_

- X 22 4

1
=X :Ee X, =2
2x2—5x+2=2(x—%)(x—2)

e. X*-8x=x(x*-8)=x(x*-2% =
=x[x—2) (x*+2x+4)
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(X2 +4x+4)(x* —2x)
(=)

Determine o valor numérico da expressao para x = 48.

Resolugao
(x2 +4x+4)(x2 —2x) B (x+2)2-x(x—2)
(x2 —4) a (x+2)(x—2)
Para x =48, o valor da expressao é 48 - (48 + 2] =2 400.
> 03.

Simplifique a expressao:

=x(x+2),comx#-2ex#2

MATEMATICA 111

at+a?+1
a’+a+1

Resolugdo

[ad
2 a'+at+1_a'+al+l+a’-a® _a'+2at+1-a2_ (®+1)f—a’ [(ai+iFa)(a®+1-a) i —asl
0 aZ+a+1 a’+a+1 a’+a+1 a’+a+1 aZ+ati
L
(@)
o
a
o
(am]
S A
o
5 Interpretagéo geométrica de (a + b)® como se Ve na figura seguinte.
Na figura a seguir, temos um cubo de arestaa + b.
Seu volume é dado por: V= (a + b)?
Esse cubo pode ser decomposto em partes que sao:
* um cubo de aresta a; Lembrando que o volume do cubo original é igual a soma
e trés paralelepipedos de arestas a, ae b; dos volumes das partes, segue que:
e trés paralelepipedos de arestas a, b e b; V=a’+3a% + 3ab®+ b’
® um cubo de aresta b, Assim: (a +b)® = a° + 3a%b + 3ab? + b°.
©
~



Mddulo 1

Produtos notaveis
EXERCICIOS PROPOSTOS

Leia com atengdo | Capitulo 1 — Tépicos 1, 1.Ae 1.B
=5 Sériebranca 01 02 03 04 06 09 12 13
- 5 Sérieamarela 02 04 05 08 09 12 13 15
= § Sérieroxa 09 12 14 15 17 18 19 20
- FocoEnem 03 04 08 09 11 14 15 19

01.

Desenvolva as expressdes.
a. (2x-y)-(2x+y)

b. (2n-3m)?

c. (2ab-c?)-(2ab +c?)

d. (x-1)?-(2x+4)(2x-4)

02.
Efetue.

a o
VY
Q‘x
N

+

AN
N—
A/
Q‘|><
NS

|

N

N—

. (2x+3y)?
. [h-2m)?

1]

03. FCC-SP
A expresséo que deve ser somada a a® + 6a’h? — 12a%b
para que resulte o quadrado de 2a — 3ab é

a. 3a’+ 3a%?

b. a®—9a%b%+12a%

c. —3a>-3a’h?

d. 3a%+ 3a%b?+24a’b

e. 3a°—3a’h’+24a’h :
04. :

Afigura a seguir representa a planta de uma edicula cons-
truida sobre um terreno quadrangular.

] L] [
\% I}
a I [
-] L] [
| I
a [T [F]
Asregides|, I, Ill e IV representam, respectivamente, uma

sala quadrangular de drea x> m?, um quarto retangular, um ba-

nheiro quadrangular de drea 9 m? e uma cozinha retangular.

: Adrea dessa edicula, em m? pode ser representada por

a. xX*—6x+9
b. x2+6x+9
c. x2+9
d x*-9
e. bx
05.
Sendo E?=,/1+1155-1157, com E > 0, entdo
a. E=26 d. E=34
b. E=28 e. E=36
c. E=32
06. UFRGS-RS
Sex+y=13ex-y=1,entdox*+y’é
a. 166 d. 169
b. 167 e. 170
c. 168
07. FEBA
Sabe-sequea+b=ab=10. Entéo,ovalorde%+§é
a. 2 d. 16
b. 4 e. 20
c. 8

08. Mackenzie-SP C5-H21

Qualquer que seja x ndo nulo, tal quex# 1 ex#—1,a ex-

x+1 x-1
pressao LX'{]' é sempre igual a
x—1

x+1

09. Unicamp-SP
Sejam a e b nimeros inteiros e seja N(a, b) a soma do qua-
drado da diferenca entre a e b com o dobro do produto de a porb.
a. CalculeN(3,9].
b. Calcule N(a, 3a) e diga qual é o algarismo final de
N(a, 3a) para qualquera,a € R.
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10.

2 2
x+y) —(x—
SendoE =M, calcule o valor da express&o
(2xy)
E+1,sabendoquext-y =2
11. C5-H21

Marido e mulher investem cada um deles, mensalmente,
certa quantia em um plano de capitalizagao que sorteia pré-
mios em dinheiro em todo final de més. Se nesse més um dos
dois for sorteado, o prémio total a receber é o quadrado do di-
nheiro que o marido aplicou mais o quadrado do dinheiro que
aesposa aplicou.

Examinando o extrato bancdrio, o casal concluiu que jun-
tos ja aplicaram R$ 150,00 e que, se multiplicarem a quanti-
dade que ele aplicou pela quantidade que ela aplicou, chega-
rdo a um valor numérico igual a 5.400.

Assim, caso algum dos dois ganhe, o prémio sera

a. inferiora R$ 3.500,00.

b. entre R$ 3.500,00 e R$ 6.000,00.

c. entre R$ 6.000,00 e R$ R$ 8.700,00.

d. entre R$ 8.700,00 e R$ 10.800,00.

e. superioraR$ 10.800,00.

12. PUC-RJ
Se 3—bb y/3+by/b =1, entio b é igual a
a.

b.

c.

Wl N~ N RO

13. FGV-SP

5
Se x? +X_12 =14, comx > 0, entéo (x+%) eiguala

a. 22.7?
b. 73
c. 2°.72
d. 2%
e. 710
14.

Num paralelepipedo retangulo de dimensdes a, b e c, sa-
be-se que a drea total S e a diagonal d sao dadas pelas férmu-
las S = 2ab + 2ac + 2bc e d=+/a’ +b? +c?, respectivamente.

Considere um paralelepipedo retdngulo com S=108 e d = 6.
Dessa maneira,ovalordea+b+cé

a. 9 d. 16
b. 12 e. 18
c. 15

15. UEPB

Dado x—;=13, ovalorde x2+X1—2é igual a

a. 171 d. 130
167 ., 188
’ ©13

16.

2 2
Sendo A=(x+%) e B=(x—%) , determine (A + B)2

17. Colégio Naval-RJ 3
Seja x um ndmero real tal que x+;:9. Um possivel valor

3, ) . .
de x—= é +/0l. Sendo assim, a soma dos algarismos de “o” serd
X

11
12
13
14
15

eanooe

18. 2 1 2
Send0A=(ex+eix) e B=(ex—e—x) , calcule (A+B)2

19. Fuvest-SP
A diferenca entre o cubo da soma de dois nimeros intei-
ros e a soma de seus cubos pode ser

a. 4 d. 7
b. 5 e. 8
c. b6

20. UFC-CE

0 valor exato de \/32+10ﬁ +\/32—10x/7 é

a. 12 d. 9
b. 11 e. 8
c. 10

- Veja o gabarito desses exercicios propostos na pagina 47.



Mddulo 2

Fatoragao
EXERCICIOS PROPOSTOS

Leia com atengdo  Capitulo 1 — Tépicos 2,2.Ae 2.B
o4 Série branca 21 22 24 25 26 29 30 33
o= ©
o= 5 Sérieamarela 23 24 26 28 30 32 33 35
(=gl ‘G
e § Série roxa 32 33 34 35 37 38 39 40
L
Foco Enem 24 27 28 30 31 32 34 35
21. Fatec-SP 2°7.
Efetuando (579 865)% - (579 863)?, obtém-se Simplifique as fragGes algébricas.
a. 4 d. 2086246 2_q
b. 2319456 e. 1159728 a. ﬁ
c. 2319448 a-ea
(a+b)" —4ab
22. b. W
Considerando-se as condigdes de existéncia, a expres- a-
< x* +3x2 ¢ equival (x*+1)-(x’+1)
S80 3 = s rax_1g ¢ equiva entea c. 1
X X
a. X3 d. 5
x+ X 28. C5-H21
x? x? . .
b. e. Por determinagao dos préprios bancos, as senhas dos car-
x+3 x=5 - o - -
. tdesde créditos ou débitos devem ser trocadas periodicamente.
c. %_3 : Tendo de fazer esse procedimento, uma pessoa agiu
X . da seguinte maneira para escolher a nova senha: elevou ao
23. . cubo o nimero da senha antiga e subtraiu uma unidade do

Determine o valor numérico da expressao

3a* +3a%2 —2a%h—2b
6a’ —4b

,paraa=3eb pertencente
ao conjunto dos nimeros naturais.

24. |Ibmec-SP
No bolso de uma pessoa, havia X cédulas de Y reais e

Y cédulas de X reais. Se essa pessoa colocar no bolso mais :

X cédulas de X reais e Y cédulas de Y reais, entao ela tera
no bolso
a. (X+Y)?reais.
b. (X-Y)?reais.
c. [X®+Y?) reais.

d. (X2-Y? reais.
e. (X%+Y?)?reais.

25.
(x2—2x)2-(x2—1)

(=2)(c=x)

Simplificando a expressao obtemos

a. xX2-x-2 d. x-1
b. x?+3x+2
c. xX}-2x°-x+2 e. X=L
X
26. ESPM-SP 1
0 valor da expressao 1[x+;+2 ,parax =400, é
a. 20,05 d. 20,01
b. 20,50 e. 20,15
c. 20,10

C5-Hel ) :

- valorencontrado.

Em seguida, ela dividiu o Gltimo resultado pelo quadrado

. da senha antiga adicionado com a prépria senha antiga e com

uma unidade.
Dessa maneira, a nova senha dessa pessoa é
a. 10 unidades a mais que a senha anterior.

b. 10 unidades a menos que a senha anterior.
c. zero.
d. uma unidade maior que a senha anterior.
e. uma unidade menor que a senha anterior.
29. UFPR
Se2*+2*=3,0valorde 8 +8*¢
a. 12 d. 24
b. 18 e. 28
c. 21
30. Fatec-SP
. X e X3 +2x% +x
S t = X FeXrX |
e 0s nimeros x e Y s50 tais que y = " —->"— "
entdoy éiguala
2 X
.= d —
&7 x+1
p, X+2 o 2x+1
x+3 3(x+1)
x+1
c. —
X+3
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31. C5-H?21

0s modelos matematicos tém sido cada vez mais utiliza-
dos em varios setores industriais.

Para os cortes de chapas acrilicas, um desses modelos é
usado para obter a espessura ([em mm) nos primeiros 1 000
segundos desde o inicio do processo.

A espessura E da chapa apés t segundos do processo é
dada por:

=1

B et

A espessura da chapa apés 101 segundos do inicio do
processo é, em mm,

a. 102,02 d. 100,2
b. 102,2 e. 102,22
c. 100,02
32.Vunesp
X3_g3_x3+g3

Seja a seguinte expressao algébrica ,na

X-y  x+y
qual x e y sdo nimeros reaiscom X #y e X # —y.
a. Simplifique a express&o algébrica dada.
b. Encontre o valorde x para que a expressdo resulte em
Sparay=3.

33.
Se x+% =3, determine o valor de X3+x_13'

34.0BM C5-H21

Se x e y sdo nimeros reais tais que x* + y* = 5(x + y},
x?+y?=4ex+y 0, determine o valor de xy.

a. 4 d. 0
b. 3 e. -1
c. 1

35.
Fatore, em R, as expressoes.
a. xX*—5x+6

b. 3x*+11x+6
c. —2x2+3x+2

36. ESPM-SP

+ —_
X g+u)' parax =24

0 valor da expressao (ﬁ x+y ) X -y’
ey=0,125,¢
a. 0

o a0 o
AWM

37
Fatore, em R, as expressoes.
a. xX3+3x2—-4x-12

. X2—bx+9—y?

X4 _ g4

X6 —ye

x*—1

a0

38. ESPM-SP

97 812 346-97 812 348-3

> 97812 345-97812 349 '

entao

. 0<px1
. 1<p<3
2<p=<3
. 3<p<10
p=10

o 00T

39. UFF-RJ '
Calcule o valor numérico de M sendo
b2

2
M=—2+ & +2 42 a=0,998eb=1.
b2 a2

40.
Fatore, em IR, as expressdes.
a. x*+x2y?+y’
b. x*+4x%+ 16
c. x'y*+5x°y*+9

Veja o gabarito desses exercicios propostos na pagina 47.



