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Resolver problemas elementares
de contagem utilizando o principio
multiplicativo.

Aplicar os raciocinios combinatérios
aditivo e/ou multiplicativo na resolugdo
de situagdes-problema.

Resolver problemas que envolvam
célculo combinatério sem repetigao.
Simplificar expressdes com fatoriais.

Resolver equagdes com fatoriais.




Analise combinatoria —
Parte |

0 uso de computadores nas mais diversas atividades cotidianas é uma caracteristica da
sociedade atual. Seu funcionamento depende de programacgdes que envolvem a construgao
de algoritmos fundamentados em raciocinio combinatério.

Quando acessamos determinado site, usamos uma senha, escolhida dentre as muitas
possibilidades de que dispomos. A quantidade de senhas possiveis é calculada por meio
de conhecimentos de analise combinatdria. Técnicas para ampliar a quantidade de senhas
possiveis ou que garantam o seu sigilo sdo fundamentais para as instituicdes comerciais
ou financeiras.




~ 1. Principio fundamental da contagem: principio multiplicativo
A. Introducao
E Uma das atividades mais antigas da humanidade é o ato de contar. Nos dias de hoje, desde tenra idade, os seres humanos

estabelecem processos de contagem, principalmente no que se refere aidade. Com o amadurecimento, necessitamos de outras
formas de realiza-los, principalmente quando envolve valores monetarios para compra de mercadorias. Nem todo processo de
contagem é simples ou imediato. Suponha o grau de dificuldade para os clientes quando um banco decide estabelecer regras
para se elaborar uma senha. Quantas senhas, de acordo com as regras impostas, sdo possiveis elaborar? Ou, em outro tipo de
estudo, quantas placas de carros podem existir no modelo atual? Ou de quantas maneiras pode-se organizar uma comiss&o de
cinco trabalhadores em uma empresa? Essas perguntas, bem como tantas outras, sao respondidas com o auxilio de um ramo da
matematica denominado anélise combinatdria, que tem como pedra fundamental o principio fundamental da contagem. Para
comecar a entender esse assunto, acompanhe a situagao a seguir.

Suponha que o diretor de uma peca teatral esteja selecionando os atores para encena-la. Sabe-se que nela ha dois
personagens adultos e principais, um do sexo masculino e um do sexo feminino. Para ocupar a vaga do personagem masculino,
ha trés atores pré-selecionados e, a do sexo feminino, cinco atrizes pré-selecionadas. De quantas maneiras diferentes o diretor
pode escolher sua dupla de atores principais?

Para responder a essa pergunta, primeiramente sera indicado um simbolo para cada um dos atores, por exemplo,R,Se T
para os atores candidatos a vaga do personagem do sexo masculino, e A, E, I, 0 e U para as atrizes candidatas a vaga do perso-
nagem feminino.

Com o ator R, é possivel formar cinco duplas. Observe:

(R;A), (R;E), (R; 1), (R; 0), (R; U)

Agora, utilizando o ator S, é possivel formar outras cinco duplas. Repare:

(S;A), (S;E, (S: 1), (S; 0), (S; U)

Por fim, em referéncia ao ator T, é possivel formar mais cinco duplas. Acompanhe:

(T;A), (TE), (1), (T; 0), (T; U)

Ao todo, é possivel formarem-se quinze duplas distintas.

H4 outro método chamado diagrama de arvores ou arvore das possibilidades para se encontrarem as 15 possibilidades. Note.
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3 x 5 = 15

Para efetuar a contagem de todas as possibilidades, ndo é necessario exibir todos os célculos passiveis de realizagao. Pode-
-se resumir as possibilidades da seguinte forma:

“Ha cinco duplas possiveis com cada ator e h3 trés atores. Assim, a quantidade de maneiras pode ser obtida multiplicando-
-se trés e cinco”.

Ao efetuar a multiplicagao de 3 e 5, obtém-se 15, que, como foi visto, é a quantidade de duplas possiveis e distintas.
Suponha agora que, além dos personagens adultos, haja ainda um personagem infantil, também principal, e dois candida-
@ tos distintos para ocupar essa vaga. De quantas formas diferentes é possivel formar o trio de atores principais?



Chamando os candidatos ao personagem infantil de P
e 0 e avaliando o diagrama de arvores, seguem as possi-
bilidades:
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Ha quinze possibilidades para a dupla adulta, conforme
visto anteriormente.

Para cada ator infantil, existem quinze casais para formar
o trio.

H4 assim trinta maneiras de se escolher o trio de atores
principais.

Poder-se-ia encontrar o resultado multiplicando-se os fa-
tores 3,5e 2.

Essa forma de contar as possibilidades para ocorrer
um encadeamento de eventos, através da multiplicacao do
nimero de possibilidades do primeiro evento, pelo nime-
ro de possibilidades do segundo evento, pelo nimero de
possibilidades do terceiro evento, e assim por diante, é de-
nominado principio fundamental da contagem — principio
multiplicativo.

B. Enunciado do principio fundamental
da contagem: principio multiplicativo

Se um acontecimento é resultado da ocorréncia de
dois eventos sucessivos e independentes, Ae B, e o nime-
ro de maneiras para ocorrer o evento A é igual a n e o nu-
mero de maneiras para ocorrer o evento B é igual a p, entao
o nimero de maneiras de ocorrer o acontecimentoAe B é
igualan - p.

Exemplo

Quantos nimeros naturais de dois algarismos podem ser
formados utilizando os algarismos 1, 2, 3, 4,e 5?

Resolugao

Um ndmero natural de dois algarismos possui a casa
das unidades e a casa das dezenas. Pode-se dizer que o
evento A é a escolha do algarismo que completara a casa
das dezenas e o evento B, a das unidades. Ha cinco possi-
bilidades para se escolher o algarismo das dezenas e cinco
possibilidades para o algarismo das unidades. 0 nimero
natural sera formado ao se preencher a casa das dezenas,
evento A, e a casa das unidades, evento B. Dessa forma, for-
ma, pelo principio multiplicativo, ha cinco vezes cinco ma-
neiras de ocorrer o nimero natural, isto é, ha vinte e cinco
ndmeros naturais possiveis.

Para facilitar e acelerar a resolucdo de exercicios desse
tipo, recorre-se a recursos visuais e analiticos, como o que
segue:

Casadasdezenas e casadasunidades

5 x 5 =25

Nesse tipo de apresentagdo, serd usada a seguinte pra-
tica: dentro de cada retangulo serdo colocadas as possibili-
dades (quando estas ficarem evidentes, ndo sera necessario
preenché-las, como foi feito) e, abaixo do retangulo, a quanti-
dade de possibilidades.

0 principio multiplicativo ndo se aplica a apenas dois
eventos, mas também a qualquer quantidade natural, maior
que 1, de eventos. Acompanhe a generalizagdo do principio
fundamental da contagem — principio multiplicativo.

Se um acontecimento é resultado da ocorréncia de
k eventos sucessivos e independentes, A, A,, A, ..., A,
e as maneiras para ocorrer cada evento sao, respecti-
vamente, n,, 0, N, .., n, entdo o nimero de maneiras
de ocorrer o acontecimento A, e A,e A;e ... e A € igual a
n,-Nn,-Ny-..- N

Exemplo

Quantos ndmeros naturais de trés algarismos podem ser
formados com os algarismos 1, 2, 3,4, e 5?

Resolugao

Ha cinco possibilidades para a casa das centenas, cinco
possibilidades para a casa das dezenas e cinco possibilida-
des para a casa das unidades.

Centenas e dezenas e unidades

5 x 5 x 5 =125

Ha 125 possiveis nimeros naturais de trés algarismos.
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APRENDER SEMPRE

oHD
p o1

Quantos sdo os divisores naturais do ndmero inteiro
N=2%0. 552

Resolugao

Um ndmero natural d ser divisor de um nimero inteiro
N se o nimero d for igual a 1 ou se, na decomposi¢cdo em
fatores primos de d, aparecerem somente os fatores pri-
mos de N com expoente, no maximo, igual ao respectivo
expoente do mesmo fator primo que aparece em N. Dessa
forma, o divisord tera aformad=2" - 5°.

Os candidatos a expoente de 2, isto €, os valores de r
sd0:0,1,2,3,4,5,6,7,8,9e 10.

Os candidatos a expoente de 5, isto €, os valores de s
s30:0,1,2,3,4,5,6.

Para o nimero d ser divisor de N, é necessario escolher
ovalordere ovalordes. H4 11 maneiras de se escolherre
seis maneiras de se escolher s. Assim, pelo principio multi-
plicativo, ha 11 vezes 6 maneiras de se encontrar d, isto é,
ha 66 nimeros naturais divisores de N.

p 02.

Um artista tem 4 cartolas, 3 casacos e 5 bengalas, todos
diferentes. Em cada apresentagao, ele deve usar uma car-
tola, um casaco e uma bengala. Quantas apresentagoes ele
pode fazer sem repetir um mesmo conjunto de trés pecas?

Resolugao
Cartolas Casacos  Bengalas
4 . 3 . 5 =60 apresentagdes

0 artista precisa escolher 3 pegas. Assim:

12 peca: cartola (4 possibilidades)

22 peca: casaco (3 possibilidades)

32 pega: bengala (5 possibilidades)

Aplicando o principio fundamental da contagem, prin-
cipio multiplicativo, temos que o total de modos que esse
artista tem para se vestir € dado por4 - 3 - 5 =60 possi-
bilidades.

C. Principio da preferéncia

Considere o problema.

“Quantos nimeros naturais de dois algarismos existem
no nosso sistema de numeragao?”

Para resolver esse problema, primeiramente, analisa-se
quais sao os algarismos do nosso sistema de numeragao: 0,
1,2,3,4,56,7,8e89.

Um ndmero natural de dois algarismos precisa teracasa
das dezenas e a casa das unidades, sendo que a casa das
dezenas nao pode ser ocupada pelo algarismo zero. Dessa
forma, dizemos que a casa das dezenas tem uma restrig¢ao.

Se a contagem foriniciada pela casa das unidades, havera
dez possibilidades para essa casa. Ao preencher a casa das
dezenas, haverd nove possibilidades, pois o zero nao pode
ser usado. Usando o principio multiplicativo, tém-se 10 vezes
9 ndmeros naturais de dois algarismos, isto €, 90 nimeros.

Agora, se a contagem for iniciada pela casa das dezenas,
havera nove possibilidades para essa casa, pois o zero nao
pode ser usado. Ao preencher a casa das unidades, havera
dez possibilidades para essa casa. Utilizando o principio mul-
tiplicativo, ha 9 vezes 10 ndmeros naturais de dois algaris-
mos, isto é, 90 nimeros. Chegou-se ao mesmo resultado.

Esses valores estao corretos, pois a quantidade de nu-
meros naturais de 2 algarismos é dada por:

Ha 10 ndmeros naturais iniciados por 1, do 10 ao 19.

Ha 10 ndmeros naturais iniciados por 2, do 20 ao 29.

Ha 10 ndmeros naturais iniciados por 3, do 30 ao 39.

Ha 10 ndmeros naturais iniciados por 8, do 80 ao 89.

Ha 10 ndmeros naturais iniciados por 9, do 90 ao 99.

Entdo, chega-se, de fato, a conclusao de que ha 90 nu-
meros naturais de dois algarismos no nosso sistema de nu-
meragao.

0 problema anterior apresentou uma restricdo, mas,
como se estava atento a ela, nao houve maiores problemas
para resolver a contagem.

H4, contudo, situagdes em que a restricdo é “forte” e a
contagem ndo pode seguir qualquer ordem.

Observe agora o problema:

“Quantos nimeros naturais de dois algarismos distintos
existem no nosso sistema de numeragao? ”

0 que muda nesse problema é o fato de que, no mesmo
ndmero natural, os algarismos nado podem se repetir.

Dessa forma, se a contagem for iniciada sem nenhum
cuidado preliminar, por exemplo, iniciando-a pela casa das
unidades, uma vez que esta tenha sido selecionada primeiro,
havera 10 possibilidades de escolha de algarismos para ela. No
entanto, ao preencher a casa das dezenas, haverd um impasse,
pois, se o algarismo das unidades for o zero, a casa das deze-
nas apresentara nove possibilidades de escolha, porque o zero
ja esta sendo usado na casa das unidades, mas, se o zero ndo
estiver sendo usado na casa das unidades, haverd apenas oito
possibilidades para a casa das dezenas, uma vez que o alga-
rismo utilizado nas unidades e o zero ndo poderdo ser usados
na casa das dezenas. A contagem, dessa forma, nao pode ser
efetuada porque ha uma restrigao “forte”, que é a casa das de-
zenas, assim nem o zero nem o algarismo usado na casa das
unidades poderao ser novamente usados.

A contagem tera de se iniciar pela casa das dezenas,
pois esta tem a restricao “forte”. Para esta casa, ha nove
possibilidades de escolha e o zero deve ficar de fora. Agora,
para a casa das unidades, ndo pode ser escolhido o mesmo
algarismo que ocupa a casa das dezenas, mas o zero,
que estava de fora, pode ser usado. Assim, tém-se nove
possibilidades de escolha para a casa das unidades. De
acordo com o principio multiplicativo, ha nove vezes nove
ndmeros naturais possiveis, isto é, hd 81 nimeros naturais
de dois algarismos distintos no nosso sistema de numeragao.

Esse resultado pode ser comprovado no primeiro proble-
ma aqui apresentado. Nele foi visto que havia 90 nimeros na-
turais de dois algarismos no nosso sistema de numeragdo. No
segundo problema apresentado anteriormente, devem-se ex-
cluir os que tém algarismos repetidos, ou seja, 11, 22, 33, 44,
55, 66, 77, 88 e 99. H3, dessa forma, 9 nUmeros naturais de
dois algarismos, sendo estes repetidos. Do total de 90 tiram-
-se 9 e chega-se ao resultado 81, confirmando a contagem.



Para evitar impasses na contagem, como ocorreu ho se-
gundo problema, segue uma regra denominada principio da
preferéncia (PP}, que diz:

0 estudo da contagem do nimero de possibilidades de
determinado acontecimento deve comegar sempre pelas

situagdes em que ha restricdo, dando-se preferéncia aque-
APRENDER SEMPRE

las em que a restricao é mais “forte”.
p o1

Usando os algarismos 0, 1, 2, 3, 4 e 5, quantos nimeros
de 3 digitos podemos representar, sem algarismos repetidos?

Resolucgao
Centenas e  dezenas e unidades
qualqueralgarismo | qualqueralgarismo
fornecido no fornecido no
Restricio g enunciado com enunciado com
mai?s ﬂﬁz:::?: excegao daqueles excegao daqueles
“forte” S usados na casa usados na casa
das centenas e das centenas e
na casa das na casa das
unidades dezenas
4 . 3 . 5 =100

Ha 100 nameros.

D. Principio fundamental da
contagem: principio aditivo

Considere o problema:
“Quantos ndmeros naturais de 2 algarismos distintos tém
a soma dos seus algarismos igual a 5 ou igual a 6?”

Uma das maneiras de responder a essa pergunta é sepa-
rar o problema em dois eventos:

Evento A: nimeros naturais de dois algarismos que tém a
soma destes igual a 5.

Evento B: nimeros naturais de dois algarismos que ttm a
soma destes igual a 6.

Elementos do evento A: 14, 23,32 e 41.

Elementos do evento B: 15, 24, 42, 51. Observe que 33 apre-
senta a soma dos algarismos igual a 6, mas nao tem algarismos
distintos.

0 total de ndmeros pedidos é 8. Este resultado pode ser
obtido pela adi¢do das quatro possibilidades do evento A com
as quatro possibilidades do evento B. A adigéo € utilizada nesse
caso, pois o problema propde que ocorra o evento A ou o evento
B. 0 uso do conectivo ou provocou a utilizago da adigao.

Essa forma de resolver o problema utilizou um principio
de contagem denominado principio aditivo.

Se o numero de maneiras para ocorrer o evento A é
igual a n e o nimero de maneiras para ocorrer o evento B é
igual a p, sendo que A e B ndo tém elementos em comum,
entdo o nimero de maneiras de ocorrer o evento ou Aou B
éigualan +p.

Exemplo

A superficie de um sélido é constituida por apenas vinte
faces hexagonais brancas e doze faces pentagonais pretas.
Quantas sdo as faces da superficie desse sélido?

Resolugdo

Utilizando o principio aditivo para resolver esse proble-
ma, pode-se dividi-lo em: faces pretas ou faces brancas.

Faces pretas ou faces brancas
20 + 12 =32

Ha 32 faces.
Observe que o problema poderia ser dividido em: faces
hexagonais ou faces pentagonais.

Faces hexagonais ou faces pentagonais
20 + 12 =32

Ha, conforme visto anteriormente, 32 faces.

0 principio aditivo ndo se aplica a apenas dois eventos,
mas também a qualquer quantidade natural, maior que 1, de
eventos. Acompanhe a generalizag¢do do principio aditivo.

Se as maneiras para ocorrer os eventos A,, A,, A,, ..., A,
sao, respectivamente, n,, n,, N, ..., N, € 0s eventos, dois a
dois, ndo tém elementos em comum, entdo o nimero de
maneiras de ocorrer o evento ouA, ouA,0uA;ou...ouA é
igualan, +n,+n,+..+n,

Exemplo

A superficie de um sélido é constituida de apenas vinte
faces triangulares, trinta faces quadrangulares e doze fa-
ces pentagonais. Quantas sdo as faces da superficie desse
sélido?

Resolugao

Utilizando o principio aditivo para resolver esse proble-
ma, pode-se dividi-lo em: faces triangulares ou faces qua-
drangulares ou faces pentagonais.

Faces faces faces
triangulares ou quadrangulares ou pentagonais
20 + 30 + 12 =62
H& 62 faces.

No tépico 1.C, foi mencionado o principio da preferéncia,
em que, ocorrendo restricdes, é necessario iniciar a contagem
pela restrigdo mais “forte”. Existem, contudo, situacdes em
que ha mais de uma restri¢do, nao sendo possivel detectar
qual é mais "forte”. Nesse caso, é preciso dividir o problema
em partes, usando geralmente o principio aditivo. Acompa-
nhe o exemplo a seguir.
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Exemplo

Quantos nimeros naturais pares de quatro algarismos distintos e maiores que 2 000 ha no nosso sistema de numeragao?

Resolugao

H4 duas restrigdes, além de os algarismos serem distintos, que sao: a casa do milhar ndo pode usar os algarismos O e 1;

a casa das unidades nao pode usar algarismos impares.

Milhar e centtna e dezena e unidade
qualquer qualquer
algarismo algarismo
diferente dos diferente dos
ndose usados na casa usados na casa nao se pode

poder usar dos milhares,
nem o zero enacasadas
nemo1l dezenasena
casadas
unidades

dos milhares,

e nacasadas

centenas e na
casa das
unidades

usar os
algarismos 1, 3,
57e9

Ha duas restri¢des “fortes”, uma na casa das unidades e outra na casa dos milhares.

Possiveis algarismos para a casa das unidades: 0,2,4,6 e 8

Possiveis algarismos para a casa dos milhares: 2, 3,4, 5,6,7,8e 9
Suponha que a restricdo mais “forte” corresponda a casa dos milhares, e, nesse caso, comega-se a contagem por essa casa.
Se o algarismo que estiver sendo usado na casa do milhar for impar, havera cinco possibilidades de escolha para a casa das uni-
dades, porém, se o algarismo escolhido para a casa do milhar for par, a escolha da casa das unidades tera quatro possibilidades.
Note que ha um impasse, pois, a casa das unidades ora tem cinco possibilidades, ora tem quatro possibilidades. Nao se pode
considerar a casa dos milhares como sendo a casa de restri¢do mais “forte”.
Admita agora que a restricdo mais “forte” esteja na casa das unidades. Se o algarismo zero estiver ocupando esta casa,
entdo haverd oito possibilidades de escolha para a casa dos milhares, mas, se o algarismo das unidades nao for o zero, entao
havera sete possibilidades de escolha para o algarismo dos milhares, caindo novamente em impasse.
Para resolvé-lo, o problema precisara ser desmembrado. Para tanto, uma possibilidade é usar o principio aditivo da seguinte

forma:

Considere a situagao dos nimeros naturais que terminam em zero ou terminam em nimero par diferente de zero.

ou
Milhar e centena e dezena e unidade Milhar e centena e dezena unidade
qualquer qualquer qualquer qualquer
algarismo algarismo algarismo algarismo
diferente dos diferente dos diferente dos diferente dos
nadose usados na casa usados na casa nao se usados na casa usados na casa 20ud
pode usar dos milhares, dos milhares, e 0 ou pode usar dos milhares, dos milhares, e ou6ous
8 nem o zero na casa das na casa das nem o zero na casa das na casa das
nemo 1 dezenas e na centenas e na nemo 1 dezenas e na centenas e na
casadas casa das casa das casa das
unidades unidades unidades unidades
8 x 8 x ’ x 1 + ’ x 8 x ’ x 4 =
448 + 1568 =2016

Observe que, ao optar por esse tipo de desmembramento, a casa das unidades apresentara a restrigdo mais “forte”, sendo
que foi por ela que a contagem foi iniciada em cada uma das parcelas separadas pelo conectivo ou.
Ressalte-se também que o mesmo resultado seria encontrado se o problema fosse desmembrado, ou seja, comegar por

algarismo par ou comegar por algarismo impar. Faga essa verificagdo como uma forma de exercicio.

APRENDER SEMPRE
P> 01.Vunesp Resolugdo
Um certo tipo de cédigo usa apenas dois simbolos, o Com1letra=2=2
numero zero (0) e o ndmero (1), e, considerando esses sim- o

bolos como letras, podem-se formar palavras. Por exemplo:
0, 01, 00, 001 e 110 sao algumas palavras de uma, duas e
trés letras desse cédigo. 0 nUmero maximo de palavras, com

com 2 letras=2 -
ou

cinco letras ou menos, que podem ser formadas com esse e
c6digo é: ou o
a. 120 com4letras=2-2-2-2=16
b. 62 ol L
c. 60 com5letras=2 -2-2-2-2=32
d. 20 5. 2+4+8+16+32=62
e. 10 Alternativa correta: B



P> 02. UFMG
Observe o diagrama.

0 ndmero de ligagdes distintas entre X e Z é:
39
41
35
45
52

OO

E. Fatorial

&

Christian Kramp (1760-1826)

Louis Frangois Antoine Arbogast (1759-1803)

Ha indicios histéricos de que dois dos responsaveis
pelo uso do simbolo “!” para indicar o fatorial de um ndme-
ro natural foram Christian Kramp (1760-1826), do reino da
Franga, e Louis Frangois Antoine Arbogast (1759-1803),

também do reino da Franga.

Resolugdo

_3 1
X—>R R—>1Z
ou

3 3 2
X—>R R->Y YZ
ou
A
X—>Y Y>1Z
ou
_3 2
X—>S S—>»1
ou

3 3 2

X—>S S—>Y Y!Z
Total=3-1+3-3.3-2+1-2+3-2+3-2-2=
=3+18+2+6+12=41

Alternativa correta: B

Considere os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8. Quantos
ndmeros naturais de oito algarismos distintos sdo possiveis
formar com esses algarismos?

Resolugao

0 fato de os algarismos serem distintos é a Unica restri-
¢ao do problema, entdo a contagem pode se iniciar por qual-
quer posicao.

Uma vez escolhida, por exemplo, a primeira posi¢ao para
iniciar a contagem, cada casa na sequéncia nao pode repetir
o algarismo usado na anterior, diminuindo, assim, posi¢ao a
posicédo, um algarismo como candidato.

8x7?xbx5x4x3x2x1

0 resultado da pergunta € o produto 8-7-6-5-4-3-2-1,
0 qual tem uma particularidade cada fator, na sequéncia,
a partir do segundo, é uma unidade a menos que o fator
anterior e o Ultimo fator é igual a 1. Ndo apenas nesse pro-
blema, como também em outros, aparecem produtos com
essas caracteristicas, e, pelo fato de existirem resultados
com valores altos e possibilidades de simplificacdo, pen-
sou-se em uma representagdo especial para esse produto
conhecida pelo nome de fatorial, em que é escrito o maior
dos fatores acompanhado do simbolo “!”. No caso, o produto
8.7.-6-5-4-3.2-1érepresentadopor8!

Definigao

Dado um ndmero natural n, segue que:

. n'l=n-(n-1)-(n-2)-...-3-2-1,n>1
. 1'=1
l.o!'=1

0 simbolo n! pode ser lido como n fatorial.

Exemplos
1.5/=5-4.3-2-1=120
2.6!=6-5-4-3.2-1=720
3.7!=7-6-5-4-3-2-1=5040
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4.8/=8-7-6-5-4.3.2-1=40320

Observe que:
1.8'=8.7-6-5-4.3.2-18.7!
2.7!17-6:-5-4.3.2.1=7-6!
3.6!=6-5-4-3-2-1=6-5!

Analisando esses resultados, pode-se enunciar a seguin-
te propriedade:

Propriedade:n!=n - [n—1)!, para n naturale n > 0.

Note que, ao desenvolver o fatorial de um nimero na-
tural, escreve-se como primeiro fator o nimero indicado no
fatorial seguido dos fatores com uma unidade a menos que

o anterior até o fator igual a 1. No processo, é possivel reor-
ganizar o produto utilizando-se na escrita um fatorial menor,
na mesma ideia da propriedade. Acompanhe o exemplo a
seguir:

6!=6-5'=6-5-4/=6-5-4-3!

Esse tipo de notagdo auxilia as simplificagdes, por exem-
plo, de divis6es que utilizam a notag&o fatorial.

Exemplo

88! _ 88 -87 - 86 - 85!

= =88 -8/ -86=658416
85! 85!

oH

APRENDER SEMPRE
p o1 p 02.
Simplifique: Escreva os produtos usando a notagao fatorial.
12! a.6:-5-4.3.2.1
" 10 b.1-2-3.4.5
| c. 12-11-10
T d. 15-14-13. ... -8
5t 3!
. 100 Resolugao
99! + 98! a.6-5-4-3.2.1=6!
b.1-2-3.4.5=5!
Resolucgao c. 15_14_”.8=15-14-.'..'8-?'=1_!5I!
12 _12-11- 102132 7! 7!
" 10! 10!
p 03.
8 8-7-6-5! ~
o = =8:7=56 Resolva a equagdo (2x + 5)! = 24.

100! _100-99-98! _
99! +98! ~ 99 - 98! + 98!

=100'9’3'98!_100-99=99

981(99+1) 100

F. Permutacao simples

George Pélya (1887-1985)

George Pélya foi um matematico hungaro-americano
que, em 1937, introduziu uma importante técnica de enu-
meragao.

Resolugao
Como 4! =24, tem-se que 2x + 5=4.
2x+5=4=2x=-1

X=—13$={—£}
2 2

Suponha uma corrida com apenas dois corredores, Ae B.

Considerando que ambos terminarao a corrida, quais se-
rdo as possiveis ordens de chegada?

Uma possibilidade é A chegar em primeiro e B, em segun-
do, 0 que serd indicado por AB.

Outra possibilidade é B chegar em primeiro e Aem segun-
do, isto €, BA.

E se houvesse trés corredores, A,Be C?

As possibilidades estao listadas a seguir.

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB e CBA.

E se forem quatro corredores, A, B, Ce D?

Listando, tém-se:

ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCD, BACD, BADC, BCAD,
BCDA, BDAC, BDCA, CABD, CADB, CBAD, CBDA, CDAB, CDBA,
DABC, DACB, DBAC, DBCA, DCAB, DCBA.

Em todos esses casos, consideraram-se todas as pos-
siveis ordens dos elementos que estavam envolvidos nas
respectivas situagoes. A organizacao de determinado grupo
de elementos em certa ordem é uma permutagdo simples
dos elementos. No primeiro caso, AB é uma permutagdo dos
elementos A e B e BA é outra permutagao; no segundo caso,
cada elemento da lista apresentada é uma permutagdo de



A, B e C, sendo CBA um exemplo de permutagdo desses
elementos; e, no terceiro caso, a lista apresentou as per-
mutagdes de A, B, C e D, sendo DCBA um dos exemplos de
permutagao.

A ordenagdo de determinados objetos € uma permuta-
cao deles. Pode-se associar a palavra permutar ao ato de
trocar de posi¢cao ou mudar a ordem. Diz-se também que,
quando determinados objetos estdo ordenados, ha ai uma
sequéncia dos objetos. Dessa forma, uma permutacao de
determinados elementos é também uma sequéncia deles.
E preciso estar atento porque, na permutagéo, todos os ele-
mentos apresentados devem ser usados e nenhum deles
pode aparecer a mais ou a menos que o fornecido. Um ele-
mento s6 pode aparecer repetido se na apresentagao origi-
nal ele estiver repetido.

E possivel contar as quantidades de permutagdes.

Na situacgdo preliminar, caso 1, ha somente duas permu-
tagdes. Nao seria necessario apresenta-los para conté-los,
pois, usando-se o principio multiplicativo, a quantidade pode-
ria ser encontrada fazendo-se 2 vezes 1, que é igual a 2, que
também é igual a 2!.

No segundo caso, ha seis permutacdes. Pelo principio
multiplicativo, pode-se conta-las da seguinte forma:

APRENDER SEMPRE

3 x2x1 =6

sendo que 6 é igual a 3!.
0 terceiro caso apresenta-se como segue.

4 x 3 x2x1 =24

Também aqui é possivel escrever na forma fatorial, em
que 24 é o mesmo que 4!.

Observando cada situagao, percebe-se que a quantidade
de permutacdes é dada pelo fatorial do nimero que indica a
quantidade de elementos. Em geral, pode-se dizer que:

0 ndmero de permutacdes de n elementos, em que nao
ha repeti¢ao de elementos, é igual an!.

A quantidade de permutagdes, como exposto no quadro
anterior, pode ser representada da seguinte forma:

P, =n!

p o1

Um fiscal do Ministério do Trabalho faz uma visita men-
sal a cada uma das cinco empresas de construgao civil exis-
tentes no municipio. Para evitar que os donos dessas em-
presas saibam quando o fiscal ira inspeciona-las, ele varia
a ordem de suas visitas. De quantas formas diferentes esse
fiscal pode organizar o calendario de visita mensal a essas

empresas?
a. 180 d. 48
b. 120 e. 24
c. 100

Resolugao

0 total de modos representa o total de permutagdes pos-
siveis entre as cinco empresas. Assim, total = P, = 5! =120

Considere a palavra COR.

As permutacdes das letras dessa palavra formam as se-
queéncias: COR, CRO, ROC, RCO, OCR e ORC. Essas sequéncias
sdo chamadas de anagramas da palavra COR. Na ordenagéo
das letras, tanto pode aparecer palavras que possuem sen-
tido linguistico, como sequéncias de letras que nao tém ne-
nhum sentido.

Define-se anagrama como sendo uma sequéncia de le-
tras resultante da reorganizagao da ordem das letras de uma
palavra dada, sendo que a nova ordem de escrita formard uma
sequéncia de letras com ou sem sentido linguistico. Note que
a prépria palavra dada é um de seus anagramas.

Observe que um anagrama nada mais é do que uma per-
mutacao das letras da palavra original. Dessa forma, a quanti-
dade de anagramas € igual a quantidade de permutacdes das
letras da palavra inicial.

H
p 02

De quantas maneiras cinco pessoas podem se acomo-
dar em um carro de cinco lugares sendo que qualquer uma
dessas pessoas pode ocupar qualquer lugar disponivel?

Resolugdo

Suponha que as pessoas sejam A, B, C, D e E. Para organi-
z3-las pode-se imaginar as permutacdes delas, uma vez que
nao ha restri¢des.

Fazendo-se P, = 5!, chega-se a 120.

H& 120 maneiras.

Na situagdo anterior, a quantidade de anagramas da pa-

lavra COR é 3!, que é igual a 6.

APRENDER SEMPRE
p o1.

Quantos anagramas tém a palavra FUVEST?

Resolugao

A quantidade de anagramas é igual a quantidade de
permutacdes das 6 letras distintas.

P,=6!=120

G. Arranjo simples
Ha ordenagdes em que a quantidade de elementos que
formarao a sequéncia poderd ser menor que a quantidade de
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elementos fornecidos. Para entender esses agrupamentos,
acompanhe o problema a seguir.

Atualmente, no campeonato brasileiro de futebol da série
A de nosso pais sdo considerados 20 times. Ao final do cam-
peonato, aparecera uma ordem de classificagao dos times e,
dependendo da posi¢cdo de cada um na tabela, haverd uma
qualificacdo para ele.

Quantas possiveis sequéncias, com os vinte times que
disputam o campeonato em determinado ano, existem? Su-
ponha que para cada posi¢do haverd um Unico time.

Aresposta dessa pergunta é encontrada com a permuta-
cao simples dos vintes times. Assim, segue que:

P,,=20!=2432902 008 176 640 000

H4, dessa forma, 2 432 902 008 176 640 000 maneiras
de classifica¢ao dos vinte times.

Agora, se a pergunta for: de quantas formas é possivel ter
os trés primeiros colocados?

A resposta sera dada por meio do principio multiplicati-
Vo, ndo tendo como usar a permutagao dos vinte times. Vem,
dessa forma, que:

1°2colocado 2°colocado 32colocado

20 x 19 x 18 =6840

Existem, entdo, 6 840 maneiras distintas para se agrupa-
rem os vinte times com a intengdo de formar as trés primeiras
posicoes.

Repare que, na primeira situagao, a quantidade de ele-
mentos da sequéncia a se formar é igual a quantidade de ti-
mes que disputam o campeonato. No segundo caso, a quanti-
dade de elementos € 3, enquanto a quantidade de times é 20.
A primeira situagcdo é um caso de permutagdo simples. A se-
gunda nao pode ser chamada de permutagdo simples; sua
denominacdo é arranjo simples. Por outro lado, a primeira
situagdo também pode ser chamada de arranjo simples.

Define-se um arranjo simples de n elementos tomados
k a k como sendo uma sequéncia de k elementos escolhidos
entre os n elementos disponiveis. E importante observar que
ha duas maneiras de dois arranjos simples serem diferentes:
uma possibilidade é ambos possuirem os mesmos elemen-
tos, mas em ordens distintas, outra € a existéncia de elemen-
to distinto. Para a consideracao das letras A, B, C e D, tem-se
que ABC e ACD sao dois arranjos simples distintos, em que
houve mudanca apenas na ordem dos elementos, enquanto
ABC e ABD sdo dois arranjos simples distintos, em que houve
mudanga de elemento.

Nesse tdpico, utilizaremos a contagem de arranjo sim-

ples apenas com o principio fundamental da contagem.
APRENDER SEMPRE A_
p o1

Suponha que 32 sele¢des disputem um campeo-
nato mundial, sem divisdao em chaves. Quantas sao as
possibilidades mateméticas de classificacdo dos trés
primeiros lugares, sendo que para cada posi¢cdo havera
um Unico time?

Resolugao

Como uma mesma equipe nao pode ocupar posi¢oes
distintas, temos:

12 colocado: 32 possibilidades

22 colocado: 31 possibilidades

3°colocado: 30 possibilidades

Aplicando o principio fundamental da contagem, temos
que existem 32 - 31 - 30 =29 760 modos de classifica¢cdo
para os 3 primeiros lugares.

Observe que a ordem da escolha dos elementos alte-
ra a classificagdo e a contagem é denominada de arranjo
simples.
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Modulo 61

Principio fundamental da contagem: principio multiplicativo

Exercicios de Aplicacido

@ 01. UFG-GO

Uma pessoa dispde de R$ 800,00 para comprar camisas
e calgas, de modo a obter exatamente vinte trajes distintos.
Cada traje consiste de uma calga e uma camisa, que custam
R$ 110,00 e R$ 65,00, respectivamente. Considerando-se
que cada peca pode fazer parte de mais de um traje, calcule o
numero de camisas e de calgas que a pessoa comprard sem
ultrapassar a quantia em dinheiro de que dispde.

Resolugdo

Como o produto das quantidades deve ser 20, temos as
seguintes possibilidades:

1 calcae 20 camisas: 110+20-65=1410

2 calcase 10 camisas: 2- 110+ 10-65=870

4 calgase 5 camisas: 4-110+5- 65=765

Scalcase 4 camisas:5-110+4-65=810

10 calgas e 2 camisas: 10-110+2-65=1230

20 calcase 1 camisa:20-110+1-65=2265

Como devem-se gastar até 800 reais, a Unica possibilida-

de € comprar 4 calgas e 5 camisas.

@ 02. Unicamp-SP
Para acomodar a crescente quantidade de veiculos, es-

. tuda-se mudar as placas, atualmente com trés letras e quatro

algarismos numéricos, para quatro letras e trés algarismos
numéricos, como estd ilustrado .

Considere o alfabeto com 26 letras e os algarismos de
0a9.0aumento obtido com essa modificagdo em relagdo ao
ndmero maximo de placas em vigor seria:

a. inferior ao dobro.

b. superior ao dobro e inferior ao triplo.

c. superior ao triplo e inferior ao quadruplo.

d. mais que o quadruplo.

Resolugdo

Placas com trés letras e quatro algarismos:
26 -26-26-10-10-10-10=26°- 10*
Placas com quatro letras e trés algarismos:
26 -26 -26-26-10-10-10=26*- 10°
264 - 10° ~26

263 - 104

26*-10° 2,6 - 26° - 10*

26% - 10°=(1+160%) - 26° - 104

0 aumento € de 160% que ndo chega a ser o dobro.
Alternativa correta: A



@ 03.Enem

0 diretor de uma escola convidou os 280 alunos de ter-
ceiro ano a participarem de uma brincadeira. Suponha que
existam 5 objetos e 6 personagens numa casa de 9 comodos;
um dos personagens esconde um dos objetos em um dos
comodos da casa. 0 objetivo da brincadeira é adivinhar qual
objeto foi escondido por qual personagem e em qual cémodo
da casa o objeto foi escondido.

Todos os alunos decidiram participar. A cada vez, um alu-
no é sorteado e da a sua resposta. As respostas devem ser
sempre distintas das anteriores, e um mesmo aluno ndo pode
ser sorteado mais de uma vez. Se a resposta do aluno estiver
correta, ele é declarado vencedor e a brincadeira é encerrada.

0 diretor sabe que algum aluno acertara a resposta por-
que ha:

a. 10alunos amais do que possiveis respostas distintas.

b. 20alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

c¢. 119 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

d. 260 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

e. 270 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

Exercicios Extras

Resolugdo

0 nimero de maneiras distintas com que podemos esco-
Iher um personagem, um objeto e um comodo é:

6+ 5 - 9

Personagem Objeto Cémodo

=270 maneiras

Como existiam 280 alunos, o diretor sabia que alguém
acertaria, pois havia 10 alunos a mais que as possiveis res-
postas.

Alternativa correta: A

Habilidade

Resolver problemas elementares de contagem utilizando
o principio multiplicativo.

Il 04.FGV-SP

Usando as letras do conjunto {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}, quantas senhas de 4 letras podem ser formadas de modo que duas

letras adjacentes, isto &, vizinhas, sejam necessariamente diferentes?

a. 7290 c. 10000
b. 5040 d. 6840
Il 05.UFRN

0 quadro de avisos de uma escola de Ensino Médio foi dividido

em quatro partes, como mostra a figura.

No retangulo a esquerda, sdo colocados os avisos da diretoria,
e, nos outros trés retangulos, serdo colocados, respectivamente, de
cima para baixo, os avisos dos 1°, 2°, e 3° anos do Ensino Médio.

A escola resolveu que retangulos adjacentes (vizinhos) fossem
pintados, no quadro, com cores diferentes. Para isso, disponibilizou
cinco cores e solicitou aos servidores e alunos sugestdes para a dis-

posicao das cores no quadro.

Determine o nimero maximo de sugestdes diferentes que po-

dem ser apresentadas pelos servidores e alunos.

e. 11220

B T T TP
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e

Sobre o médulo

Neste mdédulo, introduziremos o principio fundamental da contagem. Sé sera abordado o principio multiplicativo. Insistir na
ideia de se usar o conectivo “e” quando estiver elaborando a resolugéo, pelo menos nos primeiros exercicios.

Bom trabalho!

Estante
e TAVARES, Claudia S.; BRITO, Frederico R. M.de. Contando a histéria da contagem, Revista do Professor de Matematica,
v.57.p. 33-40, 2005.

0 artigo apresenta uma descri¢do do desenvolvimento da analise combinatéria, do Stomachion aos modernos problemas
da teoria dos grafos.

e CARNEIRO, Vera C. Colorindo mapas, Revista do Professor de Matemdtica, v.29. p. 31-35, 1995.

0 artigo faz uma visita aos grafos, a partir da colora¢ao de mapas.

* PITOMBEIRA, Jodo B. Principio da casa dos pombos, Revista do Professor de Matemdtica, v.8. p. 21-26, 1986.

Nesse artigo ha um comentario sobre um dos principios basicos da combinatéria, o chamado "principio da casa dos pombos”
ou "principio das gavetas de Dirichlet”.

Exercicios Propostos

Exercicios de 4 tarefa (@ reforco @ aprofundamento

4@ 09.FGV-SP

Uma salatem 10 portas. De quantas maneiras diferentes
essa sala pode ser aberta?
10!

& os. - %

Num estédio, ha 10 portas. Quantas possibilidades exis- b. 500
tem de uma pessoa entrar por uma porta e sair por outra? c. 10
d. 10!
) U2 e 2°-1
Quantos sdo os divisores naturais do numero inteiro :
N=3%. 722 : @ 10.UEMG

¢ os.

Temos disponiveis apenas os algarismos 1,2, 3,5,7 e 8.
a. Quantos numerais de trés digitos podemos formar?
b. E se ndo pudermos repetir algarismos?

c. Esetivéssemos pelo menos dois algarismos repetidos?

Uma secretaria possui 6 camisas, 4 saias e 3 pares de sa-
patos. 0 nimero de maneiras distintas com que a secretdria
poderd se arrumar usando 1 camisa, 1 saia e 1 par de sapatos
corresponde a:

a. 13

b. 126

c. 72
d. 54

EMI-16-110



@ 1

A figura representa uma bandeira com 4 listras. Dispon-
do-se de quatro cores distintas, deseja-se pintar todas as lis-
tras, de forma que listras vizinhas tenham cores diferentes.

De quantas maneiras distintas a bandeira pode ser pin-
tada? Justifique.

@ 12.FGV-sP

Um restaurante oferece no cardépio 2 saladas distintas,
4 tipos de carne, 5 variedades de bebidas e 3 sobremesas di-
ferentes. Uma pessoa deseja uma salada, um prato de carne,
uma bebida e uma sobremesa. De quantas maneiras a pes-
soa poderd fazer seu pedido?

a. 120 d. 60
b. 144 e. 12
c. 14

@ 13. UEL-PR (adaptado)

Os clientes de um banco, ao utilizarem seus cartdes nos
caixas eletronicos, digitavam uma senha numérica composta
por cinco algarismos. Com o intuito de melhorar a seguranca
dautilizagdo desses cartdes, o banco solicitou a seus clientes
que cadastrassem senhas numéricas com seis algarismos.

Se a seguranca for definida pela quantidade de possiveis
senhas, em quanto ela aumentou percentualmente na utiliza-
cao dos cartdes?

a. 10% d. 900%
b. 90% e. 1900%
c. 100%

Se X e Y sdo conjuntos que possuem 6 e 12 elemen-
tos respectivamente, entdo o ndmero de funcdes injetivas
f:X— Y que podem ser construidas é:

a. 665280 c. 656820

b. 685820 d. 658280

De acordo com o Conselho Nacional de Transito —
Contran —, os veiculos licenciados no Brasil sdo identificados
externamente por meio de placas cujos caracteres sao trés
letras do alfabeto e quatro algarismos.

Nas placas a seguir, as letras estdo em sequéncia e os
algarismos também.

u& 'é%s

mom

0 ndmero de placas que podemos formar com as letras
e os algarismos distribuidos em sequéncia, como nos exem-
plos, é:
a. 192
b. 168
c. 184
d. 208

Cada uma das placas das bicicletas de Quixajuba con-
tém trés letras. A primeira letra é escolhida dentre os ele-
mentos do conjunto A = {G, H, L, P, R}, a segunda letra é
escolhida dentre os elementos do conjunto B={M, |, 0} e a
terceira letra é escolhida dentre os elementos do conjunto
C={D,U,N,T}.

Devido ao aumento no nimero de bicicletas da cidade,
teve-se que expandir a quantidade de possibilidades de pla-
cas. Ficou determinado acrescentar duas novas letras a ape-
nas um dos conjuntos ou uma letra nova a dois conjuntos.
Qual o maior niimero de novas placas que podem ser feitas,
quando se acrescentam as duas novas letras?
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Moddulo 62

Principio da preferéncia

Exercicios de Aplicacido

@ 01.UFRJ

Quantos nimeros naturais de trés algarismos distintos
existem no nosso sistema de numeragao?

Resolugdo

Ha uma restrigdo “forte” na casa das centenas, pois esta
nao pode ser ocupada pelo zero, assim a contagem deve ini-
ciar-se por essa casa, sendo que também ndo pode haver al-
garismos repetidos.

Volta o zero em
uma das casas

PN

Diferente da Diferente da
. centena centena
Diferente
de zero Diferente da Diferente da
unidade dezena
9 . 9 . 8 =648

Ha 648 nimeros naturais de 3 algarismos distintos no
nosso sistema de numeragao.

@ o2

Quantos nimeros naturais pares de trés algarismos dis-
tintos podem se formados com os algarismos 1, 2, 3, 4,5, 7
e8?

Resolugdo

Ha uma restricao “forte” na casa das unidades, pois, para
o nuimero ser par, € preciso que a casa das unidades termine
em algarismos pares.

Centena e dezena e unidade

6 - 5 . 3 =180

Ha 180 numeros naturais pares de trés algarismos dis-
tintos.

@ 03.UFES

Um grupo de 12 pesquisadores, dentre eles dois brasilei-
ros, José e Eduardo, devera monitorar os vértices do acelera-
dor de particulas do LNLS. Se cada um dos vértices V,, V,, ..., V,,
do acelerador (veja figura a seguir) deve ser monitorado por
exatamente um pesquisador do grupo, o nimero de possiveis
maneiras de alocar esses pesquisadores nos vértices do ace-
lerador, de modo que José e Eduardo ndo sejam alocados em
vértices adjacentes, é:

vV ..., V;, 580 0s Vértices do acelerador.
. 108 x 10!

. 119 x 10!

120 x 10!

. 12!-120

12! -66

o 00T <

Resolugdo

le 9 1039876854321 40510

José Eduardo
Alternativa correta: A
Habilidade

Aplicar os raciocinios combinatérios aditivo e/ou multipli-
cativo na resolucgdo de situagdes-problema.



Exercicios Extras

Il 04.UFPR

A figura apresenta uma planificagado do cubo que devera
ser pintada de acordo com as regras a seguir.

0Os quadrados que possuem um lado em comum, nes-
sa planificagao, deverdo ser pintados com cores diferentes.

Além disso, ao se montar o cubo, as faces opostas deverdo ter :
cores diferentes. De acordo com essas regras, qual o menor :
numero de cores necessérias para se pintar o cubo, a partir :

da planificagdo apresentada?
a. 2

3
4
5
6

a0 o

Il 05. UERJ

Na ilustragao, as 52 cartas de um baralho estao agrupa-
das em linhas com 13 cartas de mesmo naipe e colunas com
4 cartas de mesmo valor.

Sobre o médulo

Este médulo abordara algumas aplicagées do principio fundamental da contagem, ressaltando a ideia da preferéncia na

contagem quando esta apresentar restricdo “forte”.
Bom trabalho!

<O

*
[4

Denomina-se quadra a reuniao de quatro cartas de mes-
mo valor. Observe, em um conjunto de cinco cartas, um exem-

plo de quadra:

0 ndmero total de conjuntos
distintos de cinco cartas desse
baralho que contém uma quadra
éigual a:

a. 624
b. 676
c. 715
d. 720
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Da teoria, leia o tépico 1 C.

Exercicios de 4 tarefa (@ reforco

¢ o06.

Usando os algarismos 0, 1, 2, 3, 4 e 5, quantos nimeros
de quatro algarismos distintos podemos representar?

& o2

Um baralho comum ¢é constituido de 52 cartas, sendo
composto de 4 naipes, ouros, copas, paus e espadas. Cada
naipe possui treze cartas, que saoA, 2, 3,4,5,6,7, 8,9, 10,
J, Q e K. Os naipes ouros e copas sao de cor vermelha e os
naipes paus e espadas, de cor preta. Observe a figura.
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De quantas maneiras distintas podem ser escolhidas
duas cartas em sequéncia e sem reposic¢ao, sendo que a pri-
meira carta deve ser de cor vermelha?

4 08.UECE

Paulo possui 709 livros e identificou cada um destes li-
vros com um cédigo formado por trés letras do nosso alfabe-
to, seguindo a “ordem alfabética” assim definida: AAA, AAB,...,
AAZ, ABA, ABB,..., ABZ, ACA,... Entao, o primeiro livro foi iden-
tificado com AAA, o segundo com AAB,... Nestas condigdes,
considerando o alfabeto com 26 letras, o cddigo associado ao
Ultimo livro foi:

a. BAG

b. BAU

& 09.

Qual a quantidade de nimeros naturais de trés algaris-
mos que existe no nosso sistema de numeragao?

a. 800
b. 850
c. 900
d. 950
e. 1000

c. BBC
d. BBG

@ w0

Usando os algarismos 0, 1, 2, 3, 4 e 5, quantos numeros

@ impares de quatro algarismos distintos podemos representar?

@ 11

Quantos nimeros naturais de cinco algarismos existem
no nosso sistema de numeragao?

® L

Um grupo de pessoas é formado por 5 criangas e 4 adul-
tos, dos quais 3 possuem habilitagao para dirigir automével.
De quantos modos distintos se pode efetuar a lotagdo de um
carro de 5 lugares (2 na frente e 3 atrds) para uma viagem,
sabendo-se que crianga nao pode viajar no banco da frente?

a. 540 d. 1260
b. 630 e. 1890
c. 720

® .

Quantos nimeros naturais de quatro algarismos distintos
podem ser formados com os algarismos 1,2, 3,4,5,7e8e
que sao divisiveis por 5?

a. 30 d. 100
b. 60 e. 120
c. 80

Para arrecadar fundos, uma associagao beneficente reali-
zard um sorteio de diversos prémios. Para esse sorteio, foram
vendidas cartelas numeradas com nimeros de 4 digitos e
cada digito variando de 1 a 6. A escolha da cartela vencedora
se dard pela retirada de bolas numeradas de 1 a 6, e cada bola
sera retirada de uma urna distinta. Além do prémio principal a
ser dado para a cartela sorteada, prémios também serao da-
dos pela soma S e pelo produto P dos digitos do nimero de
cada cartela.

Supondo que todas as cartelas foram vendidas, assinale
o que for correto.

01. Foram vendidas 1 300 cartelas.

02. Existem 650 cartelas com nimeros pares.

04. Existem 650 cartelas com S impar.

08. Existem 1 215 cartelas com P par.

16. Se para uma determinada cartela P é impar, entdo S

€ par.

Dé a soma dos nimeros dos itens corretos.

Sete pessoas, entre elas Bento e Paulo, estdo reunidas
para escolher, entre si, a diretoria de um clube, formada por
um presidente, um vice-presidente, um secretario e um te-
soureiro. Determine o ndmero de maneiras de compor a di-
retoria, em que Paulo seja vice-presidente e Bento nao seja
presidente nem tesoureiro.

a. Quantos sdo os ndmeros inteiros positivos de quatro
algarismos, escolhidos sem repeti¢ao, entre 1, 3, 5, 6,
8e9?

b. Dentre os nimeros inteiros positivos de quatro algaris-
mos citados no item a, quantos sao divisiveis por 5?

c. Dentre os nimeros inteiros positivos de quatro algaris-
mos citados no item a, quantos sao divisiveis por 4?



